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Spis tresSci

e uktady wspotrzednych

e geometria sferyczna

e uktady wspotrzednych astronomicznych

e fizyka uktaddw z oddziatywaniem grawitacyjnym

e clementy mechaniki nieba



uktady wspolrzednych

— uktad kartezjanski i biegunowy na ptaszczyznie
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uktad kartezjanski i sferyczny w 3D (prawo i lewoskretny)
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e transformacje uktaddw wspotrzednych

— przesuniecie
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— Oobrot na ptaszczyznie
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— obrot w przestrzeni — wokdt osi Z
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— wokot osi X
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trzedne sferyczne
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dla przypomnienia
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na sferze jednostkowej r =1
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trojkat sferyczny

koto wielkie — przeciecie sfery z

V ptaszczyzng przechodzacqg przez
\g" jej srodek

koto mate — przeciecie sfery z
inNng ptaszczyzna

0% x uktadu , B"

odlegtoSC katowa — kat pomie-
dzy kierunkami (punktami na
sferze) — dtugos¢ tuku kota wiel-
kiego przechodzacego przez te
punkty

0% z uktadu , B”




trojkat sferyczny — figura wyznaczona
przez trzy punkty na sferze (wierz-
| ' chotki), wraz z tukami k&t wielkich
taczacymi te punkty (boki)

wielkos¢C katow i bokow wyrazamy mia-
0’ rg katowa

suma katow: A+B+C > 7
eksces: e=A+B+C —n
pole powierzchni trojkata: S = e - r2



— miary katow
SI: 1 radian — kat, ktory wycina z okregu tuk rowny promie-
Nniowi
— kat petny: 27 rad

— kat prosty: «/2rad

stopnie, minuty, sekundy (kgtowe)
— kat petny: 360°

— kat prosty: 90°



1°=60" = 3600"

godziny, minuty, sekundy (czasowe)
— kat petny: 24h
— kat prosty: 6N

1" =60M = 36005

e 1°=7/180rad

e 1N=15°=x/12rad; np. 45=1"



— zaleznosci pomiedzy bokami i kgtami w trdojkacie
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Wwiec:

sin Bsina 1 0 O sin Asinb
cos Bsina | = O cosc sinc — COS Asinb
COS a O —sinec CcoSc COS b

I PO rozpisaniu:

sin Bsina = sin Asinb
cosBsina = —cosAsinbcosc+ cosbsinc
COSa = COSAsinbsinc -+ cosbcosec



— WzOr sinusow:

Sin a Ssinb

sinA sinB

— wzOr kosinusow:

COSa = cosbcosc+ sinbsinccos A

— wzOr mieszany:

SinaCcos B = cosbsinec —sinbcosccos A



zamieniajgc cyklicznie (a,A) — (b,B) — (¢,C) — (a, A)

sinb . Sinc
sin B sin

COSb = CcOoScCcoSa + Ssincsinacos B

Ssin ¢ Sin a

sinC  sinA

COSc = CO0SaCcosb + sinasinbcosC



trojkat biegunowy (dualny, stowarzyszony)
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— wzOr kosinusow dla katow:

COSA = —cosBcosC +sinBsinC cosa

I przestawienia cykliczne:

COSB = —cosCcosA+sinCsin Acosb

cosC = —cosAcosB + sin Asin Bcose



podsumowanie wzorow:

A

Sin a sinb . Sinc

sinA sinB sinC

COSa = cosbcosc + sinbsinccos A
COSA = —-cosBcosC 4+ sinBsinC cosa

SinaCcos B = cosbsinc —sinbcosccos A



trojkat prostokatny

wezmy wzOor Kosinusow

COSa = cosbcosc+ sinbsinccos A

i jesli np. A = 90° to dostajemy twierdzenie Pitagorasa

COSa = COSbcCosc (%)

po podzieleniu wzorow sinusow

sinc =sinasinC'; sinb=sinasin B (%)

przez nie, dostaniemy
tgb=1tgacosC (%)

tgc=tgacosB (%)



wezmy wzOor mieszany

SinaCcos B = cosbsinec —sinbcosccos A

to dla A = 90°

Sina Cos B = cosbsinec

a Sina = sinb/sin B czyli

tgb=-sinctg B (%)

wezmy wzor Kosinusow

COSc = CO0Sacosb + sinasinbcosC

i podstawiajac cosa = cosbcosc i sina = sinc¢/sin C

cos ¢ = cos? bcos ¢ + sincsinbcos C/sinC



czyli
coscsin?b = sincsinbcos C/ sin C
i w koncu (gdy sinb #= 0)
tgc=sinbtgC (%)

tzw. wzory tangensow;

ze wzoru kosinusow dla katow

COSA = —-cosBcosC 4+ sinBsinC cosa

dla A = 90° mamy

cosBcosC =sinBsin(C cosa

czyli tzw. wzor kotangensow

cosa = ctgBctg(C (%)



| jeszcze
Sinc COSa

CosB =tgcctga = :
COScSina

podstawiajac sinc i Cosa

sinasin C' cosbcosc
cCoScSina

COS B =

czyli
cos B = cosbsinC (%)
I analogicznie

cosC = coscsin B (*)



— reguta mnemotechniczna dla tréjkata prostokatnego

kosinus dowolnego boku
iloczyn sinusow bokdw nieprzylegtych
kotangensow bokdow przylegtych a




e zwigzek trygonometrii sferycznej z ptaska

dla matych wartosci argumentu
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— wWzOr kosinusdw: cosa = cosbcosc + sinbsinccos A
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— wzOr sinusow: sina/sin A =sinb/sin B

a b

Y

sinA sinB
a W trojkgcie prostokagtnym (A = 90°)
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astronomiczne uktady wspotrzednych

e Uktad horyzontalny

— ptaszczyzna horyzontu — pftaszczyzna prostopadta do Kierun-
Ku pionu (sity ciezkosci) w miejscu obserwacji, przechodzgaca
przez Srodek sfery niebieskiej

— horyzont — koto wielkie, wzdtuz ktdorego ptaszczyzna hory-
zontu przecina sie ze sferg niebieska (nie jest tozsamy z wid-
nokregiem!)

— zenit (Z) i nadir (Nd) — punkty przeciecia lokalnego pionu ze
sferg niebiesky, zenit zawsze jest nad horyzontem



oS Swiata — 0S obrotu sfery niebieskiej

bieguny Swiata (pdtnocny P i potudniowy P’') — punkty prze-
ciecia osi Swiata ze sferg niebieskg

koto wierzchotkowe — kazde koto wielkie, przechodzgace przez
zenit (a wiec réwniez przez nadir)

potudnik miejscowy — koto wierzchotkowe, przechodzgce przez
bieguny, przecina sie z horyzontem w punktach N i S (p&t-
nocnym i potudniowym)



— pierwszy wertykat — koto wierzchotkowe o patszczyznie pro-
stopadtej do ptaszczyzny potudnika lokalnego, przecina sie z
horyzontem w punktach E i W (wschodu i zachodu)

— E, S, Wi N — punkty kardynalne

— almukantar — koto mate o patszczyznie rownolegtej do ptasz-
czyzny horyzontu



— wysokoSC nad horyzontem h
— kat miedzy potprosta taczaca
Srodek sfery niebieskiej z gwiaz-

. /#Tﬁx da a ptaszczyzna horyzontu,
: picl, jop@in> mierzy sie ja od horyzontu ku ze-
| nitowi, czyli

0° < h < 490° nad horyzontem
—90° < h < 0° pod horyzontem
— odlegtosSc zenitalna z = 90°—h
. _. mierzy sie jga od zenitu ku na-
SR f’ : dirowi

0° <z < +4180°

— azymut A — kat dwuscienny miedzy ptaszczyzng potudnika
miejscowego a ptaszczyzng kota wierzchotkowego przechodzgce-
go przez gwiazde,



mierzy sie go wzdtuz horyzontu od punktu S w kierunku zachod-
nim i wtedy

0° < A < +4360°

albo od punktu S w obu kierunkach i wtedy:
0° < A < 4+180° na zachdd

—180° < A < 0° na wschod

azymut zenitu i nadiru jest nieokresSlony.

(Uwaga: w geodezji azymut mierzy sie od punktu N)



e uktad rownikowy I (godzinny)

— rownik niebieski — koto wielkie, przeciecie sfery niebieskiej
ptaszczyzng prostopadta do osi Swiata (rzut na sfere niebieskg
rownika ziemskiego)

— rownoleznik niebieski — koto mate o ptaszczyznie rownolegtej
do ptaszczyzny rownika niebieskiego

— szerokoSC geograficzna — wysokoSC bieguna potnocnego w
miejscu obserwacji — kgt miedzy Kierunkiem Kku zenitowi a
ptaszczyzng rownika



— koto godzinne — kazde koto wielkie, przechodzgace przez bie-
guny (potudnik miejscowy jest tez kotem godzinnym)

Nd

— deklinacja 6 — kat miedzy pot-
prostg tgczacyg Srodek sfery niebie-
skiej z gwiazda a ptaszczyzng row-
nika niebieskiego,

mierzymy jg od rownika ku biegu-
nom, przy czym:

0° < 6 < 4+90° na pdétnoc

—90° < § < 0° na potudnie
deklinacja nie zmienia sie wraz z ro-
tacjg Ziemi,



— kat godzinny t — kat dwuscienny miedzy ptaszczyzng potudni-
ka miejscowego a ptaszczyzng kota godzinnego przechodzacego
przez obiekt,

mierzy sie go w kierunku wstecznym, poczynajac od potowkKi
potudnika miejscowego przechodzacej przez zenit

oN <t < 24N

katy godzinne biegundw nie sg okreSlone.

kat godzinny obiektu ulega zmianie (rosSnie) w ciggu doby.



trojkat paralaktyczny

— zwigzki pomiedzy wspotrzednymi w uktadach horyzontalnym i
rownikowym godzinnym

wierzchotkami s3g

— zenit

— biegun (pdtnocny)
— Obiekt




e WSpOtrzedne azymutalne — rowniko- 7
we (A, z) — (t,0):

90"
B 90°%-h=z

Sino = sSin ¢ COSz — COS¢SinzCos A

coss = /1 —sin2§ P

COSz = Sin¢sSind + COS¢® COS0 COSt

COSz —Singsind
COS ¢ COS 9O

COSt =

sint =sinzsin A/ cosé



e WspOtrzedne rownikowe — azymutal-
ne (t,8) — (A, z):

90°
_ . B 90°%h=z
COSz = sind sin ¢ 4+ COS0 COS ¢ COS't

Sinz=\/1—COSQZ p

sin A = cosédsint/sinz

Sino = sin ¢ C0Sz — COS¢SinzCos A

Sing$CcosSz — sind
COS ¢sSin z

COS A =




e uktad rownikowy II (réwnonocny)

— deklinacja 6 — okreSlona tak
samo, jak w uktadzie godzinnym
— rektascencja a — kat dwu-
scienny miedzy ptaszczyzng ko-
fa godzinnego przechodzacego
przez punkt rownonocy wiosen-
nej (Barana) a ptaszczyzng ko-
fa godzinnego przechodzacego
przez dany obiekt,

mierzy sie jga od punktu Barana
wzdtuz rownika w Kierunku pro-
stym

0N < o < 24N




rektascencja biegundw nie jest okresSlona.

w tym uktadzie wspotrzedne nie ulegajg zmianie wskutek rotacji
Ziemi,

wskutek zjawiska precesji punkt T przesuwa sie wzdtuz ekliptykKi
ruchem wstecznym o ok. 5073 /rok

— znaki Zodiaku nie pokrywajg sie juz z odpowiadajacymi im
gwiazdozbiorami (np. punkt T znajduje sie w gwiazdozbiorze
Ryb)

— wspotrzedne nalezy podawalC wraz z epoky, np. teraz podaje
sie je dla epoki 2000.0 (czyli takie, jakie byty o pdtnocy 1.1.2000)



e Uktad ekliptyczny

— ekliptyka — koto wielkie, po ktorym przemieszcza sie Stonce w
SWym ruchu rocznym

ptaszczyzna ekliptyki jest nachylona do ptaszczyzny rownika pod
katem ¢ = 23°27/

Stonce porusza sie po niej ruchem wstecznym

— punkty rownonocy to miejsca przeciecia ekliptyki z rownikiem
niebieskim

T (punkt Barana, punkt rownonocy wiosennej) — punkt, w kto-
rym o zmienia sie z ujemnej na dodatnig (ok. 21.1II),
wtedy 65 = 0°, ae = 0"



— zwrotniki — réwnolezniki o deklinacji +¢ (zwrotnik Raka) i —e
(zwrotnik Koziorozca)

jest przydatny do badania potozenia Stonca i planet

0$ z ukifadu 0% y ukladu
réwnikowego ekliptycznego

03 y ukfadu

rownikowego

\09 z uktadu
ekliptycznego



— ekliptyka jest jego ptaszczyzng podstawowag

— bieguny ekliptyki (pétnocny E i potudniowy E' — punkty prze-
ciecia sfery niebieskiej z prostg prostopadta do ekliptyki, prze-
chodzgca przez Srodek sfery

— szerokoScC ekliptyczna 8 — kat miedzy potprostg tgczaca Srodek

sfery niebieskiej z gwiazdsS a ptaszczyzng ekliptyki, mierzymy j3a
od ptaszczyzny ekliptyki ku jej biegunom

—90% < B < +90°

— dtugosC ekliptyczna A — kat dwusScienny miedzy ptaszczyzng
kota wielkiego przechodzacego przez bieguny ekliptyki i punkt



T a ptaszczyzng kota wielkiego przechodzgcego przez bieguny
ekliptyki i dany obiekt,

mierzy sie go od punktu T wzdtuz ekliptyki w kierunku prostym

0° <\ < 360°

dtugosSC biegunow ekliptyki nie jest okreSlona

dtugosSC i szerokoSC ekliptyczna nie zmieniajg sie wskutek rotacji
Ziemi



e Uktad galaktyczny

— ROwnik galaktyczny — wyznaczono na podstawie obserwadji
wodoru miedzygwiazdowego (linia 21 cm — 1420 MHz)

— Bieguny Galaktyki (pétnocny BGN i potudniowy BGS) — punk-
ty przeciecia sfery niebieskiej z prostg prostopadtg do rownika ga-
laktycznego, przechodzacg przez Srodek sfery. W uktadzie rowni-
kowym: aggn = 12'51M: dggn = 27°08’ (1950) — gwiazdozbior
Warkocza BerenikKi

— Centrum Galaktyki — utozsamia sie je z radiozrodtem Sgr A:
aAGC = 17h46™:; dgc = 28°56’ (1950)

przydatny np. do prezentacji obserwacji naszej Galaktyki, obiek-
tow pozagalaktycznych



§=274
a=12"49"
(1950.0)

I BN — SzerokoSC galaktyczna b — kat
miedzy potprostg tgczacyg Sro-
dek sfery niebieskiej z gwiazda
a ptaszczyzng Galaktyki, mierzy-
My jg od ptaszczyzny Galaktyki
ku jej biegunom, przy czym:

0° < b < 490° na pdanocnej po-
akuli galaktycznej

mr,,.;qﬂm §ag 4= —90° < b < 0° na potudniowe]

(1950.0) pOtkuli galaktyczne]

oL =17"42" 4.
(1950.0

— DtfugosSC galaktyczna [ — kat dwuscienny miedzy ptaszczyznga
kota wielkiego przechodzgacego przez bieguny Galaktyki i jej cen-
trum a ptaszczyzng kota wielkiego przechodzgcego przez biegu-



ny Galaktyki i dany obiekt, mierzy sie ja od centrum GalaktyKi
wzdtuz rownika galaktycznego w Kierunku prostym

0° <[ < 360°

DtugosSC galaktyczna biegundw galaktyki nie jest okreSlona.

— do 1960 roku wspoétrzedne galaktyczne (Ig,b1), definiowane
przez biegun pétnocny aigoo = 12M40™M; §1900 = +28°, i dtu-

gosSC galaktyczng liczono od przeciecia sie ptaszczyzny GalaktyKki
z réwnikiem w punkcie ajg9gg = 18"40M: §19009 = 0°



e wspdtrzedne rownikowe — ekliptyczne (a, ) — (N, 8):

Sin 8 = sind cCose — COSIOSinesina

cos B = \/1 —sin? 8
Sind = sin B cose + cospsinesin A

Sino — sin BCos e
cosfgsine

Sin A\ =

COS A = COSa Ccosd/ cospf




e wspdtrzedne ekliptyczne — réwnikowe (A, 8) — (a,9):

Sind = sin BCcoSe + cosBsinesin A

coss = /1 —sin25

Sin 8 =sind cose — COSdSinesina

Sind cose —sin g
CcosdsSine

Sina =

COSa = COSACOS 3/ Ccosd




precesja

— biegun potnocny obiega potnocny biegun ekliptyczny z okre-
sem ok. 26 000 lat

— punkt barana cofa sie po ekliptyce (réwniku) o ok. 5073 /rok
e UpProszczenia:
— biegun ekliptyczny pozostaje w spoczynku (8 = const)

— nachylenie ptaszczyzny ekliptyki nie zmienia sie (¢ = const)



Sind = sin B cose + cos B sinesin A

COSA  COs«
COS COSs [

Sin 8 =sind Ccose — COSHSinesina

dé
COSd— = Ccos 3sSineCos A%
dt dt

do . dA
— = SineCoSa—
dt dt



Sin 8 =sind coSe — COSoSinesina

dd dé d
O =cosd—cose+sind—sinesinaoa — COS(SSiﬂECOSOz—a
dt dt dt

d dé
COSd Sine Cos ad—j = (cosd cose + sindsinesin oz)a

da d)
— = (cos sinesinatgd)—
4 (cose 4+ sinesinatg )dt

e roczna zmiana wspotrzedych:
Ao ~ 5073.(cose+ sinesinatgd)
AS ~ 5073 .sinecosa

e wiekowe zmiany:

p = 5072564 + 0/000222(¢ — 1900)
e = 23°27/8"26 — 0/4684(t — 1900)



e wschody i zachody obiektow

(0)
Sin¢$ COS z — COS¢pSinzCos A 200

sind = 90°~h=z7

COSz —Singsind
Cost =

COS ¢ COS )
sint = sinzsin A/ cosé P
*

COSz = Singsino 4+ COS¢®COSo CoSt
sinA = cosédsint/sinz

Sin¢ Ccosz — sind
COSA = ¢

COosS ¢ Sin z

wschod i zachdd obiektu: z = 90°



Sind = —COS¢COSA

Sin ¢ sin o
cost = —
COS ¢ COS )
sint = sinA/cosé
O = singsind + cos¢cosdcost
sinA = cososint
siné
COSA = —
COS ¢

redukujgc powtarzajgce sie wzory, pozostaje:

Sin é
COSA = —

COS ¢
cost = —tgotgd
SinA = cosdsint



dwa pierwsze, zeby istniato A lub t powinny spetniac:

sind
-1 < — <1
~ COS¢
—1 < —-tgdétgp <1
czyli

sin(¢p — 90°) <sind <sin(90° — ¢)
tg(¢ —90°) <tgd < tg(90° — ¢)
obie funkcje sin i tg sg rosgce (—90° < § < 90°), to:
d—90° <§<90° — ¢

np. dla ¢ = 50° mamy: —40° < § < 40° — obiekt wschodzi i
zachodzi, 6 > 40 — nie zachodzi, § < —40° — nie wschodzi



jesli obiekt wschodzi (zachodzi) mzemy obliczy¢ azymut, lub kat
godzinny wschodu (zachodu):

COSA = —sind/cosqo
cost = —tgoeptgod
SinA = cosdsint
| stad
A = Zarccos(—sind/ cos¢)
t = Z4arccos(—tgotgd)

trzecie rownanie wigze znaki A i t, bo cosd > 0O

np.: czas od wschodu do zachodu obiektu: Ty = 2arccos(—tg¢tgd)
(w jednostkach czasu gwiazdowego!).



e refrakcja atmosferyczna a wschdéd i zachdéd Stonca

refrakcja przy horyzoncie wynosi ry ~ 35/, czyli obiekt zachodzi
(wschodzi) nie gdy z = 90°, ale z ~ 90°3%’

— mozna albo rozwigzywac ,petne’ rownania trojkata paralak-
tycznego, albo skorzystaC z ,,poprawki’ na refrakcje

COSz =Sin¢sSind + COS¢® COSO COSt

rozniczkujac wzgledem ¢

. dz .
—sin za = — COS¢Cososint



i w poblizu horyzontu (sinz ~ 1)
Az
Cos¢cosodsint

np. dla ¢ =50° § =0° i Az = 3%’
At ~ 3M38s

At ~—

dla Stonca (i np. Ksiezyca) wspotrzedne podaje sie dla Srodka
tarczy, a np. zachdod Stonca to moment gdy cata tarcza chowa
sie pod horyzont

po uwzglednieniu refrakcji daje to hg ~ —35' — 16/ = —51’ i np.
w momencie réwnonocy (§s = 0°) Ate ~ 51’/ cos(¢),

a dtugosé dnia w Krakowie — 12"10M355 gwiazdowych (12"8M35S
Srednich stoneczych)



e Zzmierzch i Swit

zmierzch — trwa od zachodu Stonca do momentu, gdy Srodek
Jjego tarczy osiggnie wysokoSC hg

Swit — trwa od momentu, gdy wysokoSC Stonca wynosi hg do
jego wschodu

he Swit/zmierzch
—6° cywilny
—12° Zzeglarski
—18° astronomiczny

i znowu, zeby doktadnie wyliczy€ czas trwania zmierzchu (Switu)
mozna skorzystal ze wzoru kKosinusow

Sinh —sindsin ¢
COS 0 COS ¢

COSt =



podstawiC za h odpowiednig wysokosC i odjg€ od momentu za-
chodu (wschodu)

mozna uzyC przyblizonego wzoru

Az
COS¢pcCcosdsint

At ~—

(btad ok. 5% dla zmierzchu/Switu astronomicznego)

Mietelski (str. 103, wzdbr 89) podaje:
A
At = ©
COS 0 COS ¢
piszac, ze sint jest bliskie jednosci — ale tylko poza bezpoSredniag
bliskoScig nocy polarnej i sezonu biatych nocy




mozna tez wyliczyC sint w momencie zachodu:

cost = —tg¢tgd

i\/Cos2 ¢ COs2 6§ — sin? $sin?§

sint = +1/1 — cos?t =
COS ¢ COS O

B :l:\/(COSq5COS5 —sin¢sind)(cos¢ cosd + singpsind)

COS ¢ COS 9O

i\/cos(qﬁ + §) cos(¢p — 6)
- COS ¢ COS 9O
I w koncu
At — Az +Az

T cos¢cosdsint \/cos(¢ + 6) cos(¢ — 6)




e Czas gwiazdowy

czasem gwiazdowym (lokalnym) nazy-
wamy kat godzinny punktu Barana

?9=th\
th‘:Oé—I—t
v=a+t

dla obiektu gorujacego t =0

U = aq=0

— Czas gwiazdowy ,uniwersalny’” ¥9qg: ¥ = g+ A
— 99 ~ UTC 4+ 24h x (d —23.09)/365.242



e Czas prawdziwy stoneczny
— kat godzinny Srodka tarczy Stonca te + 12" (od 1925 r.)
to czas, jaki wskazujg zegary stoneczne

rektascensja Stonca rosSnie ok. 4™M na dobe — doba stoneczna jest
dtuzsza od doby gwiazdowe]

e Czas Sredni stoneczny
— kat godzinny tzw. Stonca Sredniego (t6—|— 12“) — punktu po-

ruszajacego sie jednostajnie po rowniku i przechodzi przez punkt
Barana jednoczeSnie ze Stoncem prawdziwym



— Sfonce prawdziwe porusza sie po ekliptyce

sind cose —sin 3

Sina = _
COSoSine

COSa = COSACOsfB/cosd
Sind = sinBCcoSe + cospBsinesin A

_ Sin 0 COS e

SinNap = -

COSJdn Sine
COSam = COSAp/COSdn

Sinesin A\g

sin 5@

Sinag _ Sindr CoOse  SinNAp COSe
COSar  COSApSine COS A\p

tgap = tg A Ccose



— Stonce prawdziwe porusza sie po elipsie (wzgledem Ziemi)

North Celestial

Pole — —
Normal to \ P - 1,
Ecliptic J s| ™
7 M
o v Periapsis
L Ecliptic | e\ N\ |~ Lineof
x Celestial \ a | _/ | Apsides
Vernal Equator \ X/
Equinox
N Vernal Equingx /
N -
~ . -
1% l14+e FE
2 l—e 2

M=F —esinE



M = 2mwn/365.242

e rownanie czasu

n=to -t =ae - og5
n~ —2esin M + tgzg sin(2M + 2X\p)

n~ —7.657sin M + 9.862sin(2M + 3.599) [min]



Equation of time: real time - average time

1. dafi 1. Mai i, ey 1.l i, Bap I, Wera 1. dan



wyznaczanie szerokosci 1 dtugosci geograficznej
e Wyznaczanie szerokosci geograficznej metodg Talcotta

— pomiar odlegfosci zenitalnej dwdch gwiazd gorujacych po obu
stronach zenitu (teleskop zenitalny)

— odlegfosci zenitalne powinny byC zblizone do siebie i mate
p=0N— 208 =0y — (2n +7N)

w0 =65 + 205 =05+ (25 +1g)

W sumie

1 1 1
Y = 5(5S+5N) ‘|‘§(ZS —zn) + E(TS —rN)



e Wyznaczanie szerokosci geograficznej metodg Piewcowa

— pomiar czasu przejscia dwoch gwiazd przez ten sam almukan-
tarat (linia tej samej wysokosSci)

sin h Sin@sin 01 + Cos¢@ Cosdy Ccos(¥y — a1) =

Sin ¢ sin d» 4+ COS ¢ COS §5 COS(¥o — an)

dzielgc przez cosy i odejmujac stronami

COS 1 cos(1¥] — a1) — COSdp cos(¥r — an)

Sind1 — Sin oo
— jesli gwiazdy w momencie pomiaru znajdujg sie symetrycznie
po obu stronach pierwszego wertykatu minimalizuje sie btedy
pomiaru czasu

tgp =

— metoda jest nieczuta na refrakcje



e wWyznaczanie lokalnego czasu gwiazdowego

majgc czas Sredni stoneczny T@ I rOwnanie czasu n czas prawdzi-
Wy stoneczny

To = T@ +n
Z drugiej strony
Te = te + 120
a Czas gwiazdowy
Y =to + ap

majgc zegar gwiazdowy (¥,) wyznaczanie czasu gwizdowego Spro-
wadza sie do wyznaczenia poprawki



czas gwiazdowy to rektascensja gwiazdy goérujacej ¥ = ay—q,
czyli poprawke u otrzymamy notujac moment 9, gorowania gwiaz-
dy 0 znanej rektascencsji

— do wyznaczania momentu gérowania stuzy koto potudnikowe

— W terenie, majac teodolit poprawke mozna wyznaczyC z mo-
mentdw przejscia gwiazdy przez ten sam almukantarat (przed i
po gérowaniu)

02+ 92
2

U —

— nie potrzeba doktadnego wyznaczenia potudnika

— zeby 0siggnaC przyzwoitg doktadnosSC odstep czasu powinien
by¢ dostatecznie dtugi (zwykle 9., — 95, ~ 2")



— moze sie zmieni€C sama poprawka lub refrakcja

znajac szerokoSC geograficzng, poprawke mozna wyznaczyC z
jednej obserwad]i

sinh —sindsin
COS § COS

— potrzebne jest doktadne wyznaczenie wysokosci h — uwzgled-
nienie refrakcji

COSt =

mozna zmierzyC momenty przejScia dwoch gwiazd przez ten sam
almukantarat po obu stronach pofudnika, najlepiej w okolicy
pierwszego wertykatu (metoda Zingera)

sin h

Sin @ sSindy 4+ Cosp cosdy cos(V — ay) =
Sin ¢ sin d> 4+ COS ¢ COS §> CoS(Vo — an)



podstawiajac
V1 =V +u, Vo= +tu
otrzymamy rownanie
Sin ¢ sind; 4+ cosp cosdy cos(Vz; — a1 +u) =
= Sinysindp 4+ COS p COSdo COS(V2, — ap + u)

a stad
1 1 1
— 5(041 + 042) — 5(1921 + 1922) + 1—5(n — m)

tg 52+51 tg 00—01 51

tgm = , Sinn = .
tgr SIinT

tg gotg@COSm

1
= 5(0&1 — o — 1921 —I_ 1922>



e Wyznaczanie dfugosci geograficznej
od 1984 roku dfugoSC geograficzna wschodnia jest dodatnia

w zwigzku z tym kat godzinny obiektu w miejscu obserwacji (o
dtugosci geograficznej \)

t =19+ A

gdzie tg to kat godzinny obserwowany w Greenwich, czyli sama
dtugosSC geograficzna

A=1— to
jesli obiektem bedzie Stonce Srednie

A=1t5+12"-UT =9 —ag+ 12" -UT



e praktyczne wyznaczanie pozycCji miejsca obserwacji

obiekt o wspoétrzednych («,8) gbéruje w g e
zenicie w miejscu na Ziemi o wspot- |
rzednych (ep,Ap)

dla Stonca

op =00, Ip=—(UT+n—12M

jesli obserwator widzi obiekt w odlegtosci zenitalnej z, to znajduje
sie na matym kole o promieniu z i Srodku W (pp,Ap)

dwa okregi na mapie przecinajg sie w dwoch punktach —w jednym
Z nich znajduje sie obserwator



e Global Positioning System

+ GLObal NAvigation Satellite System (2011)

+ Galileo positioning system (2016—20207)

+ BeiDou (Compass) navigation system (2011—-2018)
+ Indian Regional Navigational Satellite System (2018)

Kilkadziesigt (poczatkowo 24) satelitdw na 6 orbitach

— O wysokosSci ok. 20200 km

— nachyleniu ok. 55°

— rozmieszczonych po 60° w rektascensji wezta wstepujacego



Geostationary

Orbital period ;_20 hours arth Orbit
i C 15 hours COMPASS
aggg — __ii? — MEO satellites
10 Fours GLONASS

ght above

Iridium

Radius of o

4

40 Mm 307} 20 Mm 10 Mm ¢ - :

20000 milesl 10000 miles |

15000 mph —

0000 mph—

Orbital speed |

120000 km/h

sea level
30 Mm

Hubble

10 Mm l\‘

miles// 20000 miles

= 25000 km/h

— 15000 -kpafr




wysytaja sygnat (1.57542 GHz) zawierajgcy m.in.
— czas nadania sygnatu (t;)
— pozycie ([, ¥4, 2i])

odbiornik odbiera sygnat w chwili ¢, i moze obliczy€ swoje poto-
zenie [x,vy, z] jeSli odbiera sygnat min. z 4 satelitow (n > 4)

(x—x)°+@W—y)*+(z—2)°=(tr+b—1t)%c? i=1,2,...,n
lub

pb; — \/(CE - 337:)2 _I_ (y - yz)2 + (Z - Zi)2 — bC, 1= 1727 ey N

gdzie p; = (tr — t;)c — tzw. pseudoodlegtosc

— b to tzw. bias — niedoktadnoSC zegara w odbiorniku



Orientacja na niebie — gwiazdozbiory

nazwa lacinska skrot dopetniacz nazwa polska
Andromeda And Andromedae Andromeda
Antlia Ant Antliae Pompa
Apus ApS Apodis Ptak RajskKi
Aquarius AqQr Aquarii Wodnik
Aquila Aql Aquilae Orzet

Ara Ara Arae Ottarz
Aries Ari Arietis Baran
Auriga Aur Aurigae Woznica
Bootes Boo Bootis Wolarz
Caelum Cae Caeli Rylec
Camelopardalis Cam  Camelopardalis Zyrafa
Cancer Cnc Cancri Rak

Canes Venatici CVn Canum Venaticorum Psy Goncze
Canis Maior CMa Canis Maioris Wielki Pies
Canis Minor CMi Canis Minoris Maty Pies
Capricornus Cap Capricorni Koziorozec
Carina Car Carinae Kil
Cassiopeia Cas Cassiopeiae Kasjopea
Centaurus Cen Centauri Centaur



Cepheus

Cetus
Chamaeleon
Circinus
Columba

Coma Berenices
Corona Australis
Corona Borealis
Corvus

Crater

Crux

Cygnus
Delphinus
Dorado

Draco
Equuleus
Eridanus
Fornax

Gemini

Grus

Hercules
Horologium
Hydra

Cep
Cet
Cha
Cir
Col
Com
CrA
CrB
Crv
Crt
Cru
Cyg
Del
Dor
Dra
Equ
Eri
For
Gem
Gru
Her
Hor
Hya

Cephei

Ceti
Chamaeleontis
Circini
Columbae
Come Berenices
Coronae Australis
Coronae Borealis
Corvi

Crateris

Crucis

Cygni

Delphini
Doradus
Draconis
Equulei

Eridani

Fornacis
Geminorum
Gruis

Herculis
Horologii
Hydrae

Cefeusz
Wieloryb
Kameleon
Cyrkiel

Gotab

Warkocz Bereniki
Korona Potudniowa
Korona Pd&tnocna
Kruk

Puchar

Krzyz

t abedz

Delfin

Ztota Ryba
Smok

Zrebie

Erydan

Piec

Bliznieta

Zuraw

Herkules

Zegar

Hydra



Hydrus
Indus
Lacerta
Leo

Leo Minor
Lepus
Libra
Lupus
Lynx

Lyra
Mensa
Microscopium
Monoceros
Musca
Norma
Octans
Ophiuchus
Orion
Pavo
Pegasus
Perseus
Phoenix
Pictor

Hyi
Ind
Lac
Leo
LM
Lep
Lib
Lup
Lyn
Lyr
Men
Mic
Mon
Mus
Nor
Oct
Oph
Orri
Pav
Peg
Per
Phe
Pic

Hydri

Indi
Lacertae
Leonis
Leonis Minoris
Leporis
Librae

Lupi

Lyncis
Lyrae
Mensae
Microscopii
Monocerotis
Muscae
Normae
Octantis
Ophiuchi
Orionis
Pavonis
Pegasi
Persei
Phoenicis
Pictoris

Waz Wodny
Indianin
Jaszczurka
Lew

Maty Lew
Zajac
Waga
Wilk

RysS

Lutnia
GoOra Stotowa
Mikroskop
Jednorozec
Mucha
Wegielnica
Oktant
Wezownik
Orion

Paw

Pegaz
Perseusz
Feniks
Malarz



Pisces
Piscis Austrinus
Puppis
Pyxis
Reticulum
Sagitta
Sagittarius
Scorpius
Sculptor
Scutum
Serpens
Sextans
Taurus
Telescopium
Triangulum
Triangulum Australe
Tucana
Ursa Maior
Ursa Minor
Vela

Virgo
Volans
Vulpecula

Psc
PsA
Pup
Pyx
Ret
Sge
Sgr
Sco
Scl
Sct
Ser
Sex
Tau
Tel
Tri
TrA
Tuc
UMa
UMi
Vel
Vir
Vol
Vul

Piscium
Piscis Austrini
Puppis
Pyxidis
Reticuli
Sagittae
Sagittarii
Scorpii
Sculptoris
Scuti
Serpentis
Sextantis
Tauri
Telescopii
Trianguli

Trianguli Australis

‘Tucanae
Ursae Maioris
Ursae Minoris
Velorum
Virginis
Volantis
Vulpeculae

Ryby

Ryba Potudniowa
Rufa

Kompas

SiecC

Strzata

Strzelec

Skorpion

Rzezbiarz

Tarcza Sobieskiego
Waz

Sekstant

Byk

Luneta

Trojkat

Trojkat Potudniowy
Tukan

Wielka Niedzwiedzica
Mata Niedzwiedzica
Zagiel

Panna

Ryba Latajaca

Lis



Ruchy planet

— planety zmieniajg swoje potozenie na niebie

— przemieszczajg sie w poblizu ekliptyki

— poruszajg sie ruchem prostym i wstecznym

— planety dolne — dwa ztgczenia i maksymalne elongacje

— planety gérne — ztgczenie, opozycja (przeciwstawienie) i kwa-
dratury (stanowiska) wschodnie i zachodnie



Swiat w starozytnosci

Sfera gwiazd statyc® =,
e R ST ST

¥ o



Mikotaj Kopernik, De revolutionibus orbuim coelestium (1543)



— wyeliminowanie epicykli z teori ruchu planet

— wyjasnienie rocznego okresu w ruchach planet

dla planety dolnegj

1 1 1

_— = — —|— —, P ] S

P S T 14+ S
dla planety gornej

1 1 1 S

et __I__’ P e —

T S P S—1






— wyznaczenie odlegtosci planet

dolnych

PG2

PG4

gornych




/ Pl
/ A AR
( '/ s/ —f H”\
\ l\ f} )
obserwacje Tychona Bra- N4 /
he (XVI w) i Johannesa S/
Keplera (XVI/XVII) ~_

prawa Keplera
Johannes Kepler, Astronomia nova (1609)

— planety (Mars) nie poruszajg sie po okregach ale elipsach ze
Stoncem w jednym z ognisk



— promien wodzacy planety zakreSla rowne pola w rownych od-
stepach czasu

T HHIN

— Kwadraty okresOow gwiazdowych planet sg proporcjonalne do
szesécianéw poétosi wielkich ich orbit P2 « a3



prawo powszechnego cigzenia
Issac Newton, Philosophize Naturalis Principia Mathematica (1687)

— Sifa przyciggajaca dwa ciata jest proporcjonalna do ich mas i
odwrotnie do kwadratdow odlegtosci

Mm

F=-G
2

— stata grawitacji (Cavendisha) G = 6.67 x 10711 N m?2/kg?



zagadnienie dwoch ciat

Sita odSsrodkowa w ruchu ciata po okregu

Fy, = mw2r

gdzie w = 27 /T, jest rownowazona przez dosrodkowq (site gra-
witacyjng)

F; = GMm/r?
(poprawniej — sitg powodujaca ruch po okregu jest F)

po porownaniu obu wyrazen mamy
GMm/r? = mw?/r = 41°mr/T?
czyli

GMT? = 47123



e 0gO0lnie
rozwazmy ruch ciata o masie m i Stonca (o masie M)

w dowolnym uktadzie inercjalnym ruch ciata opisuje rownanie

d°Z _ GM Z-Zg

de2 72 r

a ruch Stonca
d’Zn  Gm #—ig
dt2 r2 T

gdzie r = \/(33 —z20)2 4+ (¥ —ye)? + (2 — 20)?

zajmijmy sie ruchem wzgledem Stonca, czyli zamienimy

T — T — &



wtedy

d?z 7
az = TGS
lub
d2x x
az = TGS
d?y y
az = MM
d2z z
az = OGS
| teraz

r=\/:132—|—y2—|—z2

sg to trzy rownania drugiego stopnia, po scatkowaniu dostaniemy
rozwigzanie w postaci Z(t), przy czym wprowadzimy szeS¢ statych



jesli pomnozyC pierwsze rownanie przez —y, drugie przez +x to

d2y  d?%z
rT—— — Y— =<
dt? dt?
lewe strony to pochodne, wiec
dy dr
at a3
analogicznie otrzymamy
dz dy
_—z— =
Yar T Tar -
dx dz
— —T— = C2
dt dt

mnozac je przez kolejno z, x i y i dodajgc mamy

c1x + coy+c32 =0



czyli ruch w ptaszczyznie przechodzacej przez Stonce

jesli zatozymy ze ruch odbywa sie w ptaszczyzne (z,y), to 2z =0
i dz/dt = 0, oraz

wyrazajac x i y we wspotrzednych biegunowych

r =1rcCcosd¥, y=rsinv
czyli

d d
CEz 7nc:osz(}—rsinﬁ@
dt dt

d d dd
J — rsinﬁ—l—rcosﬁ—
dt d




to

czyli szybkosS¢ polowa jest stata (II prawo Keplera)

wrocmy do rownan ruchu

d2z

€T
az = TEWMEmS
d?y Y
az = G Am)

Mmnozac pierwsze przez dz/dt, drugie przez dy/dt mamy

d?z dz = d? y dy
dt2 dt | dt2  dt

= —-G(M + m)— (w— + ydt)



lewa strona to pochodna sumy

S + (&)
dt dt
a z prawej strony jest pochodna promienia wodzacego

dr

2_ .2, .2 ar_ (9%
" Ty " at ( +ydt>

czyli

2 dt|\dt dt r2dt
I po scatkowaniu
dz\ 2 dy\ 2 2G(M
dt dt r
gdzie h jest catka energii

1. d [(dg;)Q_l_ (%)2] _ _G(M_|_m)i%




sprobujemy wyeliminowac jawng zaleznoS€ od czasu i wyznaczyC
trajektorie ruchu w biegunowym uktadzie wspotrzednych

)+ (@) = () o (G =20

dt dt dt r
wiemy, ze predkos¢ polowa r2dd/dt = ¢, czyli
dd ¢
dt ~ r2
zas
dr dr dv
dt ~ do dt
to

(dr dﬁ)Q_I_TQ (dﬁ)Q 2 (dr)Q_I_cQ :QG(M—I—m)_I_h

do dt dt



wprowadzmy zmienng

¢c G(M+m)
U= - —
T C
wtedy
du_ d(3) _ e ar
d9  dv  r2 dv
I mamy
du\? = ¢2 2G(M +m)
— ~ = h
(dﬁ) +7“2 r T
czyli

du2_ G(M—I—m)2 2 .2 2
(®> h—I—[ ] —uc=b0"—u

gdzie b2 = h + [G(M + m)/c]?



poO spierwiastkowaniu
du

b2 — 42

i catkowaniu (wybierajac np. ujemny pierwiastek)

dv = £

v = arccos%—l—w
u = bcos(¥ — w)

w jest pigtg statg catkowania

podstawiajgc wyrazenia na u i b

c GM+m) _ \/G2(M +m)2
_ >

+ h - cos(¥ — w)

r C



I w koncu
02
G(M~+m)

1—|—\/1—|—G2(M_|_ )2 . cos(¥ — w)

jesli oznaczymy

o2

G(M + m)

2h
_J1+G2(M+m)2

p:

v=719 —w

to otrzymamy réwnanie ciecia stozkowego (I prawo Keplera)

p 2
r = : =a(l —e
1+ ecoswv P ( )




same state catkowania

c= \/G(M + m)p = \/G(M + m)a(l — e?)

M Am)P(1-e)? _ GWM4m)(A-e*) G +m)

h = —
c2 D a

mozna tez wyrazi€C wartosC predkosci
_2G(M+m) G(M +m)

T a
znajac odlegtosSC ciata od masy centralnej i potos orbity

V2

— G(M +m) (g_l>

r a

wro€my do rownania




czyli

T T
podstawiajac c i h

(ﬁ)Q _2G(M+m) GM+m) GM+m)a(l— e?)
dt

r a 7“2

(@)2 — G(M + m) [

r2

2 1 a(l-e2)
dt r

wyliczajac dt

s Vardr vardr

B \/G(M—I—m)\/Qar — 72— q2(1 —e?) B \/G(]W—I—m)\/a,ze2 — (a —1)?



qi— . Vala—(a—n)dla—7r)
\/G(M—I—m)\/aQGQ— (a —71)2

—ay/a d(a — 1) n va (a —r)d(a—1)

:\/G(M—I—m)'\/ageg_(a_T)Q \/G(M—Fm).\/aQeQ_(a_r)Q

to mozna scatkowac

(t—tg) = i\/G(C]L;/j_ o~ {arc COS <ac;r> — e\/l — (a;;)Q‘

podstawiajac

a—7T

= COS E
ae

dostaniemy rownanie Keplera

\/G(M + m)

E —esinE = t—1t
€ CL3/2 ( O)




po jednym okresie obiegu T'=t —tg anomalia Srednia E obiegnie
jeden okres (2)

o \/G(M —I—m)T
T B2
a stad wprost III prawo Keplera

T2 = 4r?
a3  G(M +m)




e parametry orbity

a — potos

e — momosrod

1 — inklinacja

€2 — dtugosC wezta
(wstepujacego)

w — anomalia pery-
centrum

to — moment pery-
centrum

Plaszczyzna orbity

Diugost wezta wstgpnego
/Diugost wezla wstgpnego



— ich zwigzek z catkami ruchu

dz dy
- - p— C
Yar 1
dx dz
Z— —T— = o
dt dt
dy dx
r— —y— = ¢
dat Ydt 3

c—\/ +CQ+C3

e =/G(M +m)p = \/G(M + m)a(1 — )
COSi = c3/c

1 2
sin 2 = ¢ Cos (2 = ¢

Y
Vet +e3 Vet +e3




catka enegii

2 e (5 () ()

,__CAM4mP(1-e)? _ GM+m)(A—e) _ GM+m)

c2 P o a

pozostate catki ruchu

c GWM+m) _ \/GQ(M + m)2
— >

+ h - cos(¥ — w)

r C

\/G(M + m)

E —esinE = t — ¢
€ a3/2 O)




e Wyznaczanie orbit

— szeSC niewiadomych — potrzeba szeSC rownan

— np. xz(tg) = =z, ... i dz/dt|s; = vz, - - -

— w praktyce (min.) 3 obserwacje («,d) i np. metoda Gaussa

— dla komet mozna uprosSci€ rachunki zaktadajac orbite parabo-
liczng



e zagadnienie trzech ciat

— 3 wymiary x 3 ciata x 2 rzad rownania = 18 statych
— dostepnych jedynie 10 catek ruchu

— rozwigzywalne jedynie w postacie szeregow

— koniecznoS€ rozwigzan numerycznych



e Ograniczone zagadnienie trzech ciat

7

— trzecie ciato jest , lek-
kie'" — mozna pomingacC je-
go WwWptyw na pozostate
dwa

— ruch w ptaszczyznie

— rozwigzania Lagrange’a k




w Uktadzie Stonecznym dominujgaca jest masa Stonca i z powo-
dzeniem mozna stosowac rachunki perturbacyjne

— wptyw innych ciat uktadu wprowadza sie jako mata poprawka
W zagadnieniu dwoch ciaft

— zaburzenia sg zwykle okresowe, wiec poprawki wprowadza sie
jako szeregi trygonometryczne

— odkrycie Neptuna (Galle 1846) w oparciu o obliczenia Lever-
riere — spektakularny sukces mechaniki nieba

— wspotczesSnie stosuje sie modelowanie numeryczne



dynamika w uktadzie obracajacym sie

x’ cos~vy siny O x

5

ale teraz v = wt

e predkosSC w uktadzie rotujacym

d x’ coswt Sinwt O q T —sinwt
— | v | = —sinwt coswt O | —| v |4+w | —coswt
dt \ 0 o 1 /dt\ ; 0

y | = | —siny cosy O Y R
o 0 o 1)\ =z /

COS wt
—sSinwt 0O
0]

ol |



ale

—xSinwt 4+ ycoswt = vy
—zcoswt —ysSinwt = —z’
czyli
—sinwt coswt O x y'w
w| —coswt —sinwt O y | = | —2w
0 0] 0] z 0]

sprobujmy to uogadlni€ na obrot wokot dowolnej osi & = (wq, wy, wy)
zauwazmy, ze jesli & = (0,0,w), to

/ /
y'w yw, — 2wy
—z'w = 2w, — 2w,
0 x'wy — y'wy



a po lewej stronie mamy iloczyn wektorowy =/ x &

T d €T
r=1y |, vT=—| vy

macierz obrotu O(&t) i wielkosSci w uktadzie obracajgcym sie

Oznaczajac

— —

= O(&t)¥, v

~

= O(&t)7

to w koncu



e przyspieszenie

zacznijmy tak jak poprzednio

2 x coswt Sinwt O d2 T
— | v | = —sinwt coswt O | — | v |+
d¢? z! 0 0 1 d¢? z
—Sinwt coswt 0O q T CoOSwt Sinwt O T
42w | —coswt —sinwt 0 | —| y | —w?| —sinwt coswt O y
0 0 o /dt\ . 0 0O 0 2

jesli w ukfadzie (x,y,z) ciato spoczywa i nie przyspiesza

d d?
“#=0 —Z=0
dt dt?
to w ukfadzie (2,4, 2’) pojawia sie przysSpieszenie o wartosci

d233, d2y/




jesli v # 0 , pojawia sie dodatkowy sktadnik w przySpieszeniu

to tez warto uogolni€, oznaczmy jeszcze

d?z -
i= @; a = O(&t)a
I zapiszmy rownainie
d/ - -
d—i =v 42 X
W postaci
d|O(wt)x
[ Ej‘*t’ )T _ 005+ [0(66)7] x &
| jeszcze
d{O(wt)x dz
[ Ej‘;’ )7 _ O(m)d—f + [0(3D)F] x &



poniewaz ¥ jest tu dowolnhym wektorem to jest to przepis na

rozniczkowanie ,,obracanego’” wektora, wiec

d2¢  d (d[Oo(&t)z d
u O )x]} = {0@)7 + [0(@N7] x &} =

= {
de2  dt| dt

_ dlo@t)d] | d[O(@t)]
- dt T dt 8

+{O(&t)T + [O(&)F] X B} X & =

&= O(Qt)(;—: 1+ [0(&)7] x &+

= O(wt)a + 2[0(&t) V] x w + {[O(Gt)X] x B} x &
wyrazajac to w wielkoSciach w uktadzie rotujacym

d2z/

dt2

mamy 0golng postal pseudosity Coriolisa i odSrodkowej, ktore
pojawiajq sie w opisie dynamiki w uktadzie rotujgacym

=c;’—|—217><c3—|—(£’><c3)><c3



grawitacja ziemska

masa: Mg = 5.9736 - 1024 kg
Sredni promien: rq = 6.371-10°m

stta grawitacji: G = 6.67384 - 1011 I\l|<Tm?2

Srednie przysSpieszenie grawitacyjne na powierzchni

GM@ m

g =
T®

promien biegunowy: r, = 6.3568 - 10 m
promiel réwnikowy: r, = 6.3781 - 10°m

przysSpieszenie grawitacyjne na biegunie:

GM@ m
— — 9.8659 —
9p 7“1;2 52




— na rowniku:

G Mg m
= = 9.8000 —

gr

ale na réwniku ciezar zmniejsza sita odSrodkowa a, = w?ry
dla w = 7.29246 - 107> rad

m
ar = 0.0339 -
S
W sumie przyspieszenie na rowniku:
rad
gr — Qr — 97661 T

przyspieszenie normalne (dla ¢ = 45°95)
(3 Konferencja Miar i Wag 1901)
m

gn = 9.80665 2



Wikipedia podaje zaleznoSC od szerokoSci geograficznej i wyso-
koSci n.p.m.

go ~ 9.780318 (1 + 0.0053024 sin? ¢ — 0.0000058 sin? 2@) —
— 3.086-10" 6h[ 2]
S
(w angielskiej wersji — ze uwzgledniono wypdr powietrza)

e zaleznoSC od wysokosci n.p.m.

GM
h) =
90 = 2
poniewaz (zwykle) h < r, mozemy rozwingc zaleznos¢ g(h) w
szereg Taylora wokol h = 0 i zachowacC wyraz liniowy w h

GM GM h
gy~ Z5 —2- h—go(1—2—>
7“ T




e WpPtyw innych ciat niebieskich
— Stonce:

masa: Mo = 1.9891 - 103% kg
odlegtosé: do = 1.496 - 1011 m

przyspieszenie grawitacyjne pochodzgce od Stonca:

GM@ 3 m
— ~6-10 °—
go d% 52

— Ksiezyc:

masa: My = 7.3477 - 1022 kg
odlegtosc: d¢ = 3.844 -10%m



przyspieszenie grawitacyjne pochodzace od Ksiezyca:

W= m e

e predkosSci kosmiczne
. pierwsza predkosC kosmiczna

— minimalna predkosSC z jakg mozna pozostaC na orbicie Ziemi,
startujac z jej powierzchni

- Najmniejszg energie ma ciato na orbicie kotowe]



- zeby pruszac sie po okregu w odlegtosci od Srodka Ziemi rownej
jej promieniowi sitg odSrokowa musi rownowazyC przycigganie
grawitacyjne

> _ GMg
w 7“@ — 5
o
ale wr = v, wiec
2
’U_I . GM@
- 2
T T@

czyli pierwsza predkoSC kosmiczna

V] —

- druga predkoSC kosmiczna



— minimalna predkoS¢ z jakg mozna wydostacC sie z pola grawi-
tacyjnego Ziemi, startujac z jej powierzchni

- catka energii ciata na orbicie stycznej do powierzchni Ziemi
WYNOSi zero

2
] 2

czyli druga predkosC kosmiczna

QGM@ km
Td S

vrr —

. ""kolejne" predkosSci kosmiczne



— trzecia — predkosC ucieczki z pola grawitacyjnego Stonca star-
tujac z Ziemi

2G' M km
?7[[[ — © ~ 42 ——
d@ S
ale na orbicie Ziemia ma predkosSC
G M, km
Vp — 5 © ~ 29.8—

gdzie predkosSc katowa na orbicie wg = 1.99 - 10_7%

wystrzeliwujgc ciato z Ziemi w Kierunku ruchu orbitalnego wy-
starczy nadaC mu predkosc

km
VI — 16.7?



— czwarta — predkoSC ucieczki z pola grawitacyjnego GalaktyKki

5 km
vy — 350 ?
uwzgledniajac predkosC Stonca wokdot centrum Galaktyki
km
’UIV = 130 ?

e promien Schwarzschilda

. zauwazmy, ze predkoSC ucieczki rosSnie wraz z maleniem roz-
miaru obiektu

- rozmiar obiektu, z powierzchni ktorego predkosSC ucieczki jest
rowna predkosci Swiatta

2GM
Te =
S 62




dla Ziemi
Tsq = 3.9 mMm
dla Stonca
Tse = 2.9 km
obliczmy gestoSC obiektu o masie M i promieniu rg

__ 3M 3¢ 1
P= Agr3 - 327G3 M2

dla masy Stonca: 1.8- 1019%

dla masy Ziemi: 2.1-1030 X9
m



Zjawiska w ukfadzie Ziemia — Ksiezyc
o Piywy

przeanalizujmy przyspieszenie jakie nadaje Ksiezyc (L) na punkty
A I B na powierzcni Ziemi wzgledem jej Srodka T

Gm
ar =
47 (D-R)?
Gm o o L
an =
BT (D+ R)2
Gm
CLT —




ap —ar

ar —apg

Q

Q

G'm

1 1]

(D—-R)2 D2

/1 1 5 1 1
Gm (2R 3R2
D2 D+D2

1 1
G — —
™| D2 (D+R>2]

-1 1 1 5
Gm 2R_3R2
D2\ D D2

1
D4

Q



z doktadnoscia do liniowego rzedu w R/D:

Ay — . __ 2GmR
a=agA—ar =a7 —ap = 3
jesli podstawimy dane dla Ksiezyca
2GMq; R m
Aag = 36 ® _g55.10 7
dy s2
a dla Stonca
2GM~sR m
Nag = -2 =25-10""
d2, s2

przy petni i nowiu efekty sie sumujg, przy kwadrach czeSciowo
ZN0OSz3



e warunki wystepowania zaCmien

— zaCmienie Ksiezyca

- graniczna szerokosC ekliptyczna dla zaCmienia

By = 4IL1TP = <DTP+ <L{TD



b1 IDTP + o¢ =

T — 2o + To + o¢

dla zaCmienia zatkowitego
Br =7¢ + 7o — 06 — O¢

— zaCmienie Stonca

- graniczna szerokoscC ekliptyczna dla zaCmienia

Bz = ¥L,TS = 4STA+ < ATC + ¥CT L,



B3 00 + SATC + o¢ =

= 0o+ 7 — 7o+ o¢

i dla zaCmienia catkowitwgo

Ba = 0o + 7T —Te — O

podstawiajgc Srednie wartosci liczbowe

o T( 20 o

0’1 56'8 160 155

otrzymamy



B1 Bo B3 Ba
564 409 881 726

Ksiezyc porusza sie po orbicie o inklinacji : = 5%15, i mozemy
obliczy€ odlegtoSC w dtugosci ekliptycznej Ksiezyca od wezta

Sin A\ =tgpgctgzq

to uwzgledniajac zmiennosc inklinacji ¢, Srednic og 1 o 1 paralaks
o | mg mamy

- dla zaémien Ksiezyca: AXmin = 9°30" i Admax = 12°15/
- dla zaCmien Stonca: Alqmin = 15°21 i Admax = 18°31/

- podczas zaCmien Stonce tez jest w okolicy wezta orbity Ksie-
ZyCa



- wezty obiegajgq ekliptyke raz na 18.6 lat

. Czas pomiedzy kolejnymi przejSciami przez ten sam wezet orbi-
ty Ksiezyca wynosi tzw. rok zacmieniowy, kKtory wynosi Srednio
346.6200 dni

- W Ciggu miesigca synodycznego Stonce przesuwa sie wzgledem
wezta orbity o kat 29.53-360°/346.62 = 30°40’

- mniejsze od minimalnego zakresu 2A\yin(30°42") dla Stonca
— min. 1 zaCmienie Stonca

- wieksze od maksymalnego zakresu 2A\min(24°30") dla Ksiezy-
ca

— max. 1 zaCmienie Ksiezyca

przy jednym przejsSciu Stonca przez wezet orbity Ksiezyca

— W sumie moze byC 3—5 zaCmien Stonca i 0—3 zaCmienia Ksie-
ZyCca



. znany w starozytnosci okres saros (18 lat i 11(10) dni) to
- 223 miesigce synodyczne

- 242 miesigce smocze

- ~19 lat zaCmieniowych

po uptywie okresu saros zaCmienia powtarzajg sie, ale Stonce
przesuwa sie o 28’ wzgledem wezta, wiec zaémienia sg tylko po-
dobne do siebie

e inne zjawiska typu zaCmien
— zakrycia gwiazd przez Ksiezyc

— zakrycia gwiazd przez planetoidy
— tranzyty Merkurego (2032) i Wenus (2117)



wyznaczanie odlegfoSci w astronomii

Gravitationally
Standard Candles Lensed Quasars »

THE COSMIC DISTANCE SCALE is
different technigues, Parallzx w

Sunyaey-Zel'dovich Effect »
>

Type la Stpernovae
YLBI: Maser Proper Motion
VLBI: Radio Jet Proper Motion

Tully-Fisher felation

Planetary Hebulae
Cepheid Variables
Light-years

e Mmetody geometryczne
— pomiar odlegfosci
— pomiar predkosci

T
e Swiece standardowe . et
A A A A A

Praxi Hyad Magellanic Andromeda Virge Coma  Hyda

o Dl’aWO H u b b I a ﬂ:'.:‘;ml stae?;h?;tér Clouds  Galaxy Glister Closter  Gluster

e metody geometryczne

— z ruchow obiektow w Uktadzie Stonecznym + prawa Keplera
— odlegtosci wzgledne (np. w jednostkach astronomicznych)



— kluczowe jest wyznaczenie jednostki
— paralaksa geocentryczna (Ksiezyc, bliskie planetoidy)
— tranzyty planet dolnych
— aberracja Swiatta gwiazd

— pomiary radarowe

— ruchy ciat w innych ,,uktfadach planetarnych”

— uktad Jowisza

— gwiazdy wizualnie wielokrotne, zaCmnieniowe



— ruch materii w dzetach

— ruch obtokdow molekular-
nych wokdt jadra (gwiaz-
dy, centrum galaktyki) —
np. M 106, NGC 4258

— kolektywne ruchy gwiazd — gromady otwarte (Hiady)

— paralaksa (heliocentyczna)



— kwazary soczewkowane grawitacyjnie — opoznienie zmian ja-
snosci roznych obrazow

Intensity of quasar image

G"'-"&Y. — Quazar|

I I I I Tmage A
Ju] 10 20 30 40 0 B0 70 a0

Days since start of observations

— efekt Sunyaeva-Zeldowicha w gromadach galaktyk — oddzia-
fywanie gorgcego gazu na promieniowanie mikrofalowe tta —



modyfikacja widma CMB zalezy of rozmiaru liniowego gro-
mady

e Swiece standardowe

— wyznaczenie jasnosci absolutnej obiektu i zmierzenie jego ja-
SNOSCi widomej

— jasnoSC absolutna M to jasnoSC obiektu jaka miatby w odle-
gtosci 10 pc

M =m—-5log10D +5

m—M-+5
D=10 5 ~10-1.585" M p¢

— poprawka na ekstynkcje !



— cefeidy i gwiazdy typu RR Lyr
— zaleznoSC okres-jasnosc

— funkcja jasnosci dla mgtawic
planetarnych — brak mgtawic ja-
$niejszych niz ok. —4Ms5

Luminosity (Lo) —=

Number of PN

10,000 |- e
1000 z
o Cepheid variables
100F.. ..
N RR Lyrae variables
{found in globular clusters)
| L1 I | | |
1 203 25 10 20 30 100
Period (days) —
E T | T | L T 1T 7 T T T T T | P o o T T E
- $ i
30 — ; 2
3 M31 PNLF _
Liss —
| | [ | | I I I | | | A I | [ o G S | [ =
201 =1 22 23 24
,..,-%}Egde Apparent AS007 Magnitude



— relacja Tully-Fishera — zalez-
NoSC jasnoSCi galaktyki spiralnej
i jej predkosci rotacji (szerokosci L.
lini np. HI)

Absolute Magnitude

400

300

o (km/s)

200

— relacja Fabera-Jacksona — za-
leznoSC jasnosci galaktyki elip- o

80
70

tycznej i dyspersji predkoSci jej
gwiazd

elocity dispersion




— gwiazdy nowe — ok. —8M8, Iub —7M5 w maksimum, ale
ok. —5M5 15 dni po maksimum

— gwiazdy supernowe Ia — jasnosSC —19M334+0M25 w maksi-
mum

— dopasowanie roznych gatezi diagramu H-R dla poszcze-
golnych galaktyk

— pigta (trzecia) najjasniejsza galaktyka w gromadzie

— fale grawitacyjne

(https://en.wikipedia.org/wiki/List_of _gravitational wave_observations)



e prawo Hubbla

D = Hgz Hg~75km/s/Mpc




